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Resumen. En este trabajo se presentan las transformaciones Black Top-Hat y Hit-
or-Miss definidas dentro de la morfologia matemadtica borrosa. Estas transforma-
ciones han sido estudiadas en profundidad verificindose propiedades importantes
desde el punto de vista tedrico y aplicado. Ambas transformaciones han demostra-
do ser utiles en diversas aplicaciones al tratamiento de imdgenes en niveles de gris,
y color dentro del paradigma de la Soft Color Morphology, obteniendo resultados
competitivos con respecto al estado del arte.
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1. Introduccion

En los tltimos afios se han utilizado técnicas de Soft Computing y, en particular, la
morfologia matemadtica borrosa, para hacer frente a la incertidumbre que tipicamente se
encuentra presente en las imdgenes en todas sus etapas, desde su captura hasta su pro-
cesamiento en bajo o alto nivel, proporcionando resultados comparables e incluso su-
perando en algunos casos al estado del arte. El paradigma de la morfologia matematica
borrosa se basa en el uso de operadores morfolégicos borrosos construidos utilizando
conjunciones [3] y funciones de implicacion borrosas [1]. A partir de los cuatro opera-
dores basicos: la dilatacién borrosa, la erosidon borrosa, el cierre borroso y la apertura
borrosa, se pueden definir operadores mas complejos. De importancia primordial son las
transformaciones Black Top-Hat y Hit-or-Miss borrosas. La transformacion Black Top-
Hat borrosa extrae las estructuras oscuras completamente eliminadas por el cierre borro-
so, contrastandolas con respecto al fondo. Por otro lado, el transformacién Hit-or-Miss
borrosa puede usarse para encontrar en una imagen patrones con una forma y un tamafio
preestablecidos proporcionando en cada ubicacién el grado de similitud con el patrén
que se trata de localizar.

Ambos operadores, ademds de tener una sélida base tedrica, ya han sido utilizados
con éxito recientemente en varias aplicaciones. En [4], se han propuesto dos detectores
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de objetos curvilineos de propdsito general basados en los operadores mencionados. Es-
tos detectores pueden servir como base para aplicaciones donde se necesiten detectar ob-
jetos curvilineos especificos, ya que pueden ser personalizados dependiendo, entre otros
pardmetros, de la anchura de los objetos de interés. Esta capacidad para detectar objetos
curvilineos hace que la transformacién Black Top-Hat borrosa sea muy apropiada para
segmentar los vasos sanguineos en imagenes de la retina. Esta segmentacion es el primer
paso hacia un diagndstico automadtico y un estudio en profundidad de las imdgenes de
retina para ayudar al diagndstico oftalmolégico. Los vasos sanguineos, que se caracte-
rizan por ser regiones largas y estrechas, mas oscuras que su fondo, son mejorados y
resaltados a través de un algoritmo basado en la transformacién Black Top-Hat borrosa
que presenta buenas medidas de rendimiento y una respuesta en tiempo real [5].

Otra aplicacién de este operador es la reduccidn del ruido en las imagenes der-
moscdpicas para el diagndstico y clasificacion de lesiones cutdneas. La presencia de bur-
bujas causadas por el fluido de inmersioén y de vello corporal en dichas imagenes, puede
dificultar el diagnéstico. Dado que los colores son una de las caracteristicas mas impor-
tantes de estas imdgenes, se ha introducido en [7] un nuevo paradigma de morfologia
matemadtica borrosa, denominada Soft Color Morphology, capaz de trabajar con image-
nes en color. Utilizando los operadores de la Soft Color Morphology y, en particular, el
operador soft Black Top-Hat, se ha presentado un algoritmo efectivo de eliminacion de
vello para imagenes dermatoscépicas, obteniendo resultados competitivos [6]. Es capaz
de quitar el pelo sin comprometer los detalles finos y la textura que presenta la lesion.

Esta comunicacién pretende dar una vision general de la investigacién desarrollada
en los dltimos afios en torno a las transformaciones Black Top-Hat y Hit-or-Miss borro-
sas. Se recopilan las definiciones y propiedades satisfechas por estas transformaciones
y se exponen distintas aplicaciones que demuestran el potencial de esta linea de investi-
gacion. La estructura de la comunicacion es la siguiente. Una vez presentados los con-
ceptos basicos sobre conjunciones y funciones de implicacién borrosas en la seccién 2,
se presentan las transformaciones Black Top-Hat y Hit-or-Miss borrosas, junto con sus
propiedades y aplicaciones, en las secciones 3 y 4, respectivamente. La comunicacién
acaba con las conclusiones del trabajo.

2. Preliminares

A continuacién presentamos las definiciones bésicas que se irdn utilizando a lo lar-
go del articulo. Se supondrd, ademds, que el lector conoce la teorfa bdsica sobre las
conjunciones borrosas y las funciones de implicacion borrosas. Mas detalles sobre estos
conectivos 16gicos se puede encontrar en [3] y [1], respectivamente.

Definicién 1 Un operador binario creciente C : [0,1]* — [0,1] se llama conjuncién bo-
rrosa si satisface C(0,1) =C(1,0) =0y C(1,1) = 1.

Un tipo de conjunciones borrosas estudiadas en profundidad es la clase de las t-
normas, véase [11] para mas detalles.

Definicion 2 Una conjuncion borrosa T se llama t-norma cuando es conmutativa, aso-
ciativa y satisface T (1,x) = x para todo x € [0, 1].
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Ejemplos bien conocidos de t-normas son las recogidas en el cuadro 1.

Definicion 3 Una funcion decreciente N : [0,1] — [0, 1] se llama negacién borrosa fuerte
si es una involucion, es decir, si N(N(x)) = x para todo x € [0,1].

Definicion 4 Un operador binario 1 :[0,1]> — [0,1] es una funcién de implicacién
borrosa si es decreciente en la primera variable, creciente en la segunda y satisface
1(0,0) =1(1,1) =1 e1(1,0) =0.

Una forma de obtener funciones de implicacion borrosa es el método de residuacion.
Dada una conjuncién borrosa C tal que C(1,x) > 0 para todo x > 0, el operador binario
Ic(x,y) =sup{z €[0,1] | C(x,z) <y} es una implicacién borrosa llamada la implicacion
residual o R-implicacion de C (véase [14]). En el cuadro 1 se recogen las t-normas mas
importantes con sus correspondientes R-implicaciones.

t-norma ‘ Expresion ‘ R-implicacién ‘
Lukasiewicz | Tp(x,y) = méx{x+y—1,0} | I(x,y) =min{l,1—x+y}
1,ifx <
Minimo Tu(xy) =minfxy} | len(xy)= { o
Y, s1x>y
1, six <
Producto Tp(x,y) =x-y Igg(x,y) =< ) b? =y
Losix>y

Cuadro 1. Algunas t-normas y sus correspondientes R-implicaciones.

Hay dos propiedades importantes para funciones de implicaciéon borrosa que se
usaran en el articulo.

Definicion 5 Dada una funcién de implicacion borrosa I, diremos que satisface el prin-
cipio de neutralidad por la izquierda (NP) si I(1,x) = x para todo x € [0,1], y que sa-
tisface la propiedad de orden (OP) si, para todo (x,y) € [0,1]?, I(x,y) = 1 si, y solo si,
x<y.

Todas las R-implicaciones generadas por t-normas satisfacen (NP), asi como todas
las R-implicaciones generadas por t-normas continuas por la izquierda satisfacen (OP).
3. Transformacién Hit-or-Miss

Empezamos esta seccién con algunos preliminares sobre los operadores morfoldgi-
cos borrosos en niveles de gris para a continuacién pasar a la definicién formal de la
transformacion Hit-or-Miss junto con sus propiedades.

3.1. Operadores de la morfologia matemdtica borrosa

Los operadores morfoldgicos erosiéon borrosa y dilatacién borrosa se definen co-
mo sigue:
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Definicion 6 ([13]) Dadas una conjuncion C y una funcion de implicacion borrosa I, la
dilatacion borrosa Dc(A,B) y la erosion borrosa Ej(A,B) de una imagen en niveles de
gris A mediante un elemento estructurante B se definen como:

DC(AaB)(y) = sup C(B(x—y),A(x)),
xedsNTy(dp)

Ei(A,B)(y) = edsr:l]P(d )I(B(xfy),A(x)),

donde dy y dp representan los dominios de definicion de las imdgenes Ay By T, (dp) es la
traslacion del conjunto borroso dg por el vector y € R? dada por Ty(dg)(z) = dg(z—y).

Las propiedades algebraicas de estos operadores estdn estudiadas en [13].
3.2.  Definicion

La version cldsica del operador Hit-or-Miss A ® B de una imagen binaria A por un
elemento estructurante B = (Brg,Bgg) donde Br¢ y Bpg son los elementos estructuran-
tes “foreground” y “background” respectivamente, extrae todos los pixeles de la imagen
binaria rodeados por dreas en las que Brg y Bpg coinciden con patrones predefinidos. Se
define como:

A®B= {X : (BFG)x gAa (BBG)X gAL} = (A@BFG) n (AC@BBG)’

donde (-), es la traslacién por x, © es la erosién binaria A©B = {x : By CA} y A°(x) =
1—x.

A continuacion, vamos a generalizar el operador anterior para una imagen en niveles
de gris dentro del paradigma de la morfologia matematica borrosa.

Definicion 7 ([8]) Sean C, I y N una conjuncion, una funcion de implicacion borrosa y
una negacion borrosa, respectivamente. La transformacion morfolégica borrosa Hit-or-
Miss (FMHMT) de una imagen en niveles de gris A con respecto al elemento estructu-
rante en niveles de gris B= (B}, B>) se define para todo y € d4 de la forma siguiente:

FMHMTc 1 n(A,B)(y) = C(Ei(A,B1)(y), El(N(A),B2)(y)), ()

donde N(A)(x) = N(A(x)) para todo x € dy y C(A,B)(x) = C(A(x),B(x)), para cada
x €daNdp.

3.3.  Propiedades

En esta seccidn, vamos a introducir todo un conjunto de propiedades que verifica
el operador Hit-or-Miss introducido en la subseccién anterior. Las demostraciones de
dichas propiedades pueden verse en [8].

El primer resultado demuestra que el operador FMHMT es una generalizacién del
Hit-or-Miss binario.
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Teorema 8 ([8]) Sea A una imagen binaria y B = (B1,By) un elemento estructurante
binario. Entonces el operador FMHMT coincide la transformacion binaria cldsica Hit-
or-Miss, es decir, FMHMT¢ 1 n(A,B) = A®B.

El operador FMHMT satisface la invariancia por traslaciones y es monétono en el
sentido del siguiente resultado.

Proposicion 9 ([8]) Sea T una t-norma, I una funcién de implicacion borrosa que sa-
tisface (OP), N una negacion fuerte, A una imagen en niveles de gris, B = (B1,N(B1))
y B; = (B2,N(B2)) dos elementos estructurantes en niveles de gris. Entonces se cumple
que:

i) FMHMTr n(A,B3)(y) < FMHMTr n(A,B})(y) para todo x € dr(s,) Ndry(,)
ey €R"si A(x) < Bj(x—y) <Ba(x—y).

ii) FMHMTT,I_’N(A,BE)()/) < FMHMTTJ_’N(A,BT)())) para todo x € dTy(Bl) mdz}(32>
ey €R"siBy(x—y) <Bj(x—y) <A(x).

Una de las propiedades mas importantes de este operador se basa en la capacidad de
detectar con valor 1 todas las partes de la imagen que incluyen el elemento estructurante.
Para ello, se necesita el concepto de “parte de una imagen”, introducido en [8].

Proposicion 10 ([8]) Sea A una imagen en niveles de gris, B= (B1,N(By)) un elemento
estructurante en niveles de gris, T una t-norma, I una funcioén de implicacion borrosa
que satisface (OP) e y € R". Entonces B} es una parte de A en el punto y si, y solo si,
FMHMTr; N(A,B)(y) = 1.

Sin embargo, el FMHMT no s6lo detecta las partes de la imagen que son idénticas al
elemento estructurante como hace el Hit-or-Miss binario, sin que proporciona un valor
basado en la agregacion del grado de similaridad entre el elemento estructurante By y
la imagen A con el grado de similaridad entre el elemento estructurante B, y la imagen
complementaria N(A).

3.4. Aplicacion — Detector Curvilineo

En esta seccidn presentamos un detector de objetos curvilineos usando la transfor-
macién morfoldgica borrosa Hit-or-Miss e inspirado en el trabajo de Bai et al. [2]. Como
se ha explicado en la seccién 3.3, la FMHMT busca la aparicién de una forma predefinida
(B1) y la ausencia de otra forma predefinida (B;) en la imagen. Nuestras formas B tienen
forma de segmento recto, con una cierta anchura y orientacién, y con un perfil en niveles
de gris con un cierto decaimiento gausiano. Las formas B, son sus complementarias, es
decir By (x) = N(Bj(x)). El detector tiene como salida una imagen en niveles de gris que
indica, para cada pixel, su grado de pertenencia a un objeto curvilineo. Una descripcién
mads detallada se puede encontrar en [4].

El detector emplea una baterfa de elementos estructurantes normalizados a [0, 1],
todos con la misma forma, y difiriendo en su tamafio y su orientacién. Se consideran
segmentos de recta que pasan por el (0,0) con una orientacién a (dngulo respecto de
la horizontal) y que tienen un decaimiento gausiano en base a la distancia de cualquier
punto del plano a tal segmento. Se denotan por B(ls’a> donde s es el tamafio en pixeles.
Para mas detalles, ver [4].
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Nuestro detector curvilineo se basa en la agregacién de los resultados obtenidos por
la transformacién FMHMT para diversas parejas (s, o). Formalmente lo podemos des-
cribir como sigue. Sean Agg; y Agg, dos funciones de agregacién de [0, 1]” — [0, 1], con
r arbitrario. Sean C,I, N, una conjuncién borrosa, una funcién de implicacién borrosa y
una negacion fuerte, respectivamente. Sea A una imagen en niveles de gris, el detector de
objetos curvilineos basado en la transformada borrosa Hit-or-Miss aplicado a la imagen
A se define como:

Di(A)= Agg, { Age, {FMHMTc n(ABY B}

SE{STyesSn} OE{ O e O }

Los tamafios sy, ..., s, determinan la anchura de los objetos curvilineos que son de nues-
tro interés, y la agregacion de las diferentes escalas y orientaciones asegura que captura-
mos objetos curvilineos cuya anchura estd dentro de un cierto rango.

En los experimentos que mostramos a continuacién se han utilizado m orientaciones
(i.e. o = %k for k = 1,...,m), con elementos estructurantes de tamafios 5 x 5, 9 x
9 and 13 x 13, la t-norma de Lukasiewicz Ty como conjuncién C, la implicacién de
Fukasiewicz como 7, 1a negacidn estandar N(x) = 1 —x como N y la suma probabilistica
Sp(x,y) = min{x+y, 1} como funcién de agregaciéon Agg, y Agg,.

En la figura 1 mostramos los resultados que se obtienen cuando consideramos seis
orientaciones, y vamos cambiando los tamafios que consideramos en los elementos es-
tructurantes. El resto de pardmetros son los que hemos prefijado previamente. La figura
2 muestra el efecto obtenido cuando variamos la cantidad de orientaciones usadas en los
elementos estructurantes, y dejamos prefijados el resto de pardmetros.

Figura 1. Resultados al detectar los vasos en una imagen de tamaiio 104 x 262 (arriba a la izquierda) cuando se
utilizan 6 orientaciones, y diferentes tamafios para los elementos estructurantes: con los tamafios {3,5} (centro
superior), {5,9} (arriba a la derecha) {9, 13} (centro inferior) y {3,5,9,13} (abajo a la derecha).

Figura 2. Diferentes resultados del detector para la imagen de una huella digital de tamafio 374 x 388 (izquier-
da) con elementos estructurantes de tamafios s € {5,9,13} y diferente niimero de orientaciones: de izquierda a
derecha {2,4,6,8} orientaciones.
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4. Transformacion Black Top-Hat

En esta seccién, introducimos la transformacion Black Top-Hat con operadores de
la morfologia matematica borrosa. Ademas, la transformacioén Black Top-Hat se gene-
raliza a imdgenes multiespectrales, lo cual es posible dada su naturaleza. Finalmente,
se presentan dos ejemplos de detectores de objectos curvilineos: segmentacion de vasos
sanguineos a partir de imagenes retinales (transformacién monocanal) y eliminacién de
vello corporal en imigenes dermoscopicas (transformacién multicanal).

4.1. Definicion

La transformacion Black Top-Hat la definimos formalmente a partir de los operado-
res de la morfologia matemadtica borrosa.

Definicion 11 Sea C una conjuncién borrosa, 1 una funcion de implicacion borro-
sa, y A, B imdgenes en escala de grises. Entonces la transformacion Black Top-Hat,
BTHc 1 (A, B), viene dada por:

BTHC,](A,B) = (KCJ(A,B) —A,
donde 6¢1(A,B) = &1(Zc(A,B),B) es el cierre borroso y B(x) = B(—x).

La transformacion Black Top-Hat es un operador diferencial. Captura la disparidad
entre la imagen original y la erosion de la dilatacién. Extrae, por tanto, aquellas regiones
en que la erosién no es capaz de recuperar los valores originales a partir de la dilatacién.
Estas regiones son aquellas zonas oscuras menores que el elemento estructurante.

4.2.  Aplicacion — Detector de objetos curvilineos

Utilizando elementos estructurantes con forma circular es posible detectar objetos
curvilineos oscuros con la transformacién Black Top-Hat. Si el diametro del elemento
estructurante es mayor que la anchura de un objeto oscuro, la dilatacién lo cubrird por
completo, y por tanto la erosién no serd capaz de recuperarlo. Esta transformacion, por
tanto, extraerd objetos finos como estructuras curvilineas y objectos pequenos.

Vamos ahora a definir formalmente el detector curvilineo basado en la transforma-
cién Black Top-Hat borrosa. Sean C e I una conjuncion borrosa y una funcién de im-
plicacién borrosa, respectivamente. Sea A una imagen en niveles de gris. El detector de
objetos curvilineos basado en la transformacion Black Top-Hat se define como:

DZ (A) = méX{BTHC,I(AaB<SZ)) - BTHC,[(A7B(S1))7 O}a (2)

donde B®) denota un elemento estructurante normalizado de tamafio s X s con un decai-
miento gaussiano y sq,s2 € R indican las longitudes en pixeles del lado de los elementos
estructurantes. Una descripcién mds detallada se puede encontrar en [4].

A continuacién podemos ver dos ejemplos de aplicacién del detector basado en la
transformacion Black Top-Hat. Los pardmetros se especifican en los respectivos pies de
figura. La figura 3 muestra el efecto cuando usamos diferentes parejas de t-norma y su
implicacién residual a la hora de calcular la transformacién. Por otro lado, la figura 4
muestra el efecto que se produce cuando utilizamos diferentes tamafios para los elemen-
tos estructurantes sobre una pareja t-norma y su implicacion residuada prefijada.
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Figura 3. Imagen original de tamafio 50 x 50 que muestra los axones (a la izquierda), y los objetos curvilineos
encontrados con el detector D;(A): usando la t-norma minimo (centro-izquierda), la t-norma producto y la
t-norma de Lukasiewicz (derecha). Los elementos estructurantes tienen tamafios s; = 3,5, = 13.

/ \JZ‘«’?\(: macd ! | I I
 dives O oY, : |

Figura 4. A la izquierda podemos ver una imagen original de tamafio 350 x 550 de las grietas que apa-
recen en un pavimento, el resto muestra los objetos curvilineos encontrados con el detector D(A): usando
(s1,52) = (1,5) (centro izquierda), (s1,S82) = (5,9) (centro derecha) y (s1,52) = (9, 13) (derecha). El resto de
pardmetros permanecen sin cambios: C=Tp y I = Igg-

4.2.1. Aplicacion — Segmentacion de vasos sanguineos

Los vasos sanguineos en imagenes retinales representan un ejemplo de estructura
curvilinea. La vasculatura incluye venas y arterias que se ramifican y distribuyen desde
el disco dptico (terminacion del nervio éptico) y alrededor de la macula (regién de acu-
mulacién de conos, responsable de la vision fina). Las imagenes retinales se capturan en
color, a pesar de que el canal verde es el Gnico con un contraste adecuado. En el canal
verde, los vasos sanguineos aparecen como estructuras curvilineas mds oscuras que el
fondo que les rodea, cuya anchura est4 en un rango bien definido y que forman una tnica
estructura conexa. La transformacién Black Top-Hat es, por tanto, ideal para extraerlos.

En la figura 5 observamos el comportamiento de esta transformacién en una imagen
retinal. En ella observamos el canal verde; un realce mediante el algoritmo CLAHE [15];
la transformacién Black Top-Hat sobre dicho realce; y la eliminacion del borde seguido
de un proceso de histéresis para obtener una segmentacion binaria.

@

Figura 5. Procesamiento de la imagen 235 del dataset STARE [9].

4.3. Definicion en imdgenes multiespectrales

La transformacién Black Top-Hat se puede generalizar a mas de un canal, tales como
imdgenes en color o imagenes hiper-espectrales. Esto es debido a que los operadores
de la morfologia matemadtica borrosa, que actdan sobre imédgenes en escala de grises,
han sido generalizados a imdgenes multiespectrales [7]. Dicha generalizacién supera la
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Figura 6. Eliminacién de vello en la imagen IMD092 del dataset PH? [12].

dificultad de decidir una ordenacién entre los pixeles, ya que el orden total presente en
imagenes en escala de gris (e.g. entre un pixel blanco y uno gris oscuro) ya no existe en
imdgenes con mds de un canal (e.g. entre un pixel rojo y uno verde). Las definiciones
de los operadores adaptados a imagenes multiespectrales ordenan los colores en base al
primer canal, y trasladan los demds canales en funcién del resultado de la dilatacién y la
erosion. Esta definicion cumple con las expectativas en imdgenes naturales representadas
en el espacio de color L*a*b* [10], en el que el primer canal representa la luminancia y
los otros la informacidn cromatica, ya que no genera pixeles cuya informacién cromatica
no apareciese previamente en la imagen original.

Sean 2= y &= la dilatacion y erosion para imagenes multiespectrales [7]. Entonces,
la transformacién Black Top-Hat en imagenes multiespectrales se define como:

Definicion 12 Sea C una conjuncion borrosa, I una funcion de implicacion borrosa, y A
una imagen multiespectral y B una imagen en escala de grises. Sea d : C x C — R una
distancia entre el conjunto de colores ¢ € C. Entonces, se define la transformacién Black
Top-Hat negra, BTH (A, B), para cada y € R" como

BTHC ;(A,B)(y) = d(A(y),€c;(A, B)()),

donde €z (A, B) = &= (7¢ (A, B), B) es el cierre borroso en imégenes multiespectrales
y B(x) = B(—x).

4.4. Aplicacion — Detector de vello

El vello corporal en imigenes dermoscdpicas aparece como una serie de objetos
curvilineos. En ellas, las lesiones dérmicas tales como melanomas pueden quedar par-
cialmente ocultas, lo cual dificulta su procesamiento automatico. Detectar el vello, mu-
chas veces seguido por un proceso de inpainting, ayuda a la segmentacién de la lesion
y al estudio de la textura y de los colores que presenta. Si representamos las imagenes
mediante el espacio de color L*a*b*, por ser éste perceptualmente uniforme, la distancia
Euclidea entre colores es proporcional a la diferencia perceptual observada por el ojo
humano [10].

Como se observa en la figura 6, la transformacién Black Top-Hat para imagenes
multiespectrales es la operacion central de un algoritmo de eliminacién de vello. En la
figura observamos, de izquierda a derecha, la imagen original; un realce de contraste
mediante el algoritmo CLAHE [15] en el primer canal del espacio L*a*b*; la transfor-
macién Black Top-Hat con un elemento estructurante B de tamafio 9 X 9; y la masca-
ra binaria que obtenemos de posprocesarla con un filtro de mediana y un umbral fijado
experimentalmente.
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5. Conclusiones

En este articulo se han presentado las transformaciones morfolégicas Black Top-Hat
y Hit-or-Miss borrosas, definidas en el marco de la morfologia matematica borrosa. Por
una parte, se han presentado las definiciones de dichas transformaciones, asi como sus
propiedades bésicas. Ademds, se han presentado resultados obtenidos en aplicaciones
précticas: la transformacién Hit-or-Miss ha sido aplicada satisfactoriamente en la detec-
cién de objetos curvilineos, mientras que la transformacion Black Top-Hat se ha aplicado
especialmente a la segmentacién de vasos sanguineos, obteniendo resultados muy com-
petitivos. A su vez, mediante la Soft Color Morphology, se ha podido aplicar esta trans-
formacién a imagenes en color, para la eliminacién de vello en imdgenes dermoscopi-
cas.
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