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Motivacion: Del [0, 1] a las cadenas finitas




Del [0, 1] a las cadenas finitas

En muchas situaciones practicas en las que los calculos y los razonamientos
deben de ser reducidos a un numero finito de posibles valores, a menudo
cualitativos, el enfoque lingliistico borroso es un marco adecuado para
modelar dicha informacion.

En este caso, los términos cualitativos usados por los expertos son
usualmente representados por variables lingUisticas en lugar de valores
numeéricos, que se valoran en cadenas finitas totalmente ordenadas tales
como:

L = {Extremadamene Malo, Muy Malo, Malo, Regular,

Bueno, Muy Bueno, Extremadamente Bueno},

que pueden ser todas representadas por la cadena finita L, = {0, 1, ..., n}.




Funciones de agregacién discretas

Consecuentemente, muchos investigadores han centrado sus investigaciones
en el estudio de operaciones definidas en L,, 0 operaciones discretas.

Entre las diferentes operaciones discretas, las funciones de agregacion
discretas destacan por su importancia debido a la necesidad de fusionar un
conjunto inicial de datos en uno final que los represente. Existen muchos
ejemplos de posibles aplicaciones:




Funciones de agregacién discretas

Consecuentemente, muchos investigadores han centrado sus investigaciones
en el estudio de operaciones definidas en L,, 0 operaciones discretas.

Entre las diferentes operaciones discretas, las funciones de agregacion
discretas destacan por su importancia debido a la necesidad de fusionar un
conjunto inicial de datos en uno final que los represente. Existen muchos
ejemplos de posibles aplicaciones:

@ procesos de decision,

@ procesamiento de imagenes o reconocimiento de patrones
@ razonamiento aproximado.




Funciones de agregacién discretas

Muchas familias de funciones de agregacién discretas han sido también
estudiadas o incluso caracterizadas. Por ejemplo:

@ t-normas y t-conormas suaves,
t-subnormas suaves,

medias ordinales ponderadas,
uninormas en U mi Y Umax y Nulnormas,
uninormas idempotentes discretas,
uninormas y nulnormas no conmutativas,
copulas y cuasi-copulas.




t-subnormas discretas

En esta presentacion, estudiaremos algunos resultados sobre t-subnormas
discretas.

Definicién

Sea T : L2 — L, una operacién binaria sobre L,,. Se dice que T es una

t-subnorma cuando T es asociativa, conmutativa, creciente en cada variable
y verifica T(x,y) < min{x, y} para todo x,y € L.




t-subnormas discretas

Estas operaciones son importantes entre otras razones porque:
@ Generalizan la familia de t-normas discretas.

© Pueden ser vistas como un caso particular de subgrupo topolégico
ordenado.




t-subnormas en [0, 1]

Recientemente, si nos centramos en [0, 1], se ha estudiado que las
propiedades de las negaciones naturales asociadas a t-subnormas sobre
[0, 1] son decisivas cuando estudiamos su relacion con t-normas que

verifican:
@ la propiedad Arquimediana,
@ la cancelatividad condicional,
@ la continuidad por la izquierda,

@ elementos nilpotentes.




Objetivo

Desarrollaremos un estudio similar para el ca-
so de t-subnormas discretas, investigando la
negacion natural asociada a estos operadores
discretos y presentando varias ideas sobre su
estructura.




Preliminares




Funcion suave

Definicién
@ Una funcion f : L, — L, se dice que es suave cuando
| f(x) —f(x—1)| <1 paratodox e L, conx >1.

@ Una operacién binaria F sobre L, se dice que es suave cuando sus
secciones, vertical y horizontal, lo son.

Generalmente esta propiedad es usada en el caso discreto de manera
equivalente a la continuidad en el intervalo [0, 1], ya que es equivalente a la
de divisibilidad.




t-normas discretas

Definicion
SeaT : L?, — Ly, una operacion binaria sobre L,. Diremos que T es una

t-norma cuando T sea asociativa, conmutativa, no decreciente en cada
variable y verificando que T(n, x) = x para todo x € L,,.




t-normas discretas

Definicion

SeaT : L?, — Ly, una operacion binaria sobre L,. Diremos que T es una
t-norma cuando T sea asociativa, conmutativa, no decreciente en cada
variable y verificando que T(n, x) = x para todo x € L,,.

Cualquier t-norma sobre L, es también una t-subnorma pero no viceversa.




t-normas discretas: sumas ordinales

Proposicion

Consideremos m + 1 elementos de la cadena L, dados por

O=a <ai<...<am.1<am=nyseaT; unat-norma definida sobre la
cadena [a;_1, aj] paratodoi=1,..., m. Entonces, la operacion binaria sobre
L, dada por T(x,y) =

Ti(x,y) si existe un i tal que a;_1 < X,y < a,
min{x,y} en otro caso,

es siempre una t-norma en L, usualmente llamada suma ordinal de las
t-normas Ty, ..., Tn.




t-normas discretas: sumas ordinales suaves

Proposicion

Existe una y solo una t-norma Arquimediana y suave sobre L, dada por la
expresion

T(x,y) = max{0,x + y — n} (1)

conocida habitualmente como la t-norma de tukasiewicz.




t-normas discretas: sumas ordinales suaves

Proposicion

Existe una y solo una t-norma Arquimediana y suave sobre L, dada por la
expresion
T(x,y) = max{0,x + y — n} (1)

conocida habitualmente como la t-norma de tukasiewicz.

Proposicion

Una t-norma T sobre L, es suave si y solo si existe un numero natural m con
1 < m < ny un subconjunto J de L,

J={0=a<a <...<ap1<ap=n}
tal que T viene dada por T(x,y) =

méx{ak, X + ¥y — aky1}; siexiste ax € J
con @k < X,y < akit,

min{x, y} en caso contrario.




Algunas propiedades de las negaciones discretas




Empecemos con un conocido resultado.

Proposicién
La tnica negacion suave (equivalentemente fuerte o estrictamente
decreciente) sobre L, es la negacion clasica dada por

N(x)=n—x paratodo x e L,.

Sin embargo, en el caso en que no sea suave la negacion aparecen otras
posibilidades.




Negaciones débiles y simétricas

Definicién

Sea N : L, — L, una negacion discreta.
@ N es una negacién débil si x < N?(x) para todo x € L.
@ N se dice simétrica cuando el conjunto

Fn={(n0)} U{(x.y) € L | N(x +1) <y < N(x)}

es simétrico, esto es, (x,y) € Fy siy solo si(y, x) € Fy.




Primera diferencia con respecto del caso sobre [0, 1]

En el caso de negaciones definidas sobre el intervalo [0, 1], las negaciones

débiles y simétricas no coinciden en general, y solo coinciden en el caso en
que N sea continua por la izquierda. El siguiente ejemplo ilustra este hecho:
Sea

1 si x <0,25,
N(x)=<125—-x si025<x<1,
0 six=1.

Es facil probar que N es simétrica, pero claramente no es una negacion débil
ya que para todo x tal que 0 < x < 0,25 se verifica que

N2(x) = N(1) =0 < x.

Pero,...




Primera diferencia con respecto del caso sobre [0, 1]

Proposicion
Sea N : L, — L, una negacion discreta. Las siguientes propiedades son
equivalentes:
i) N es simétrica.
i) N es una negacion débil.
iii) Para todo (x,y) € L2 se verifica:

Yy<NXx) <= x<N(y).




Ejemplo

Consideremos o € L, y sea N, dada por

n six =0,
No(x)=<a—x si0<x<a,
0 Si X > .

Claramente N, es una negacion débil para todo o € L,. Ademas, sia =0
obtenemos Ny la negacion drastica, mientras que si . = n obtenemos la
negacion clasica N,(x) = n — x.




t-subnormas discretas y sus negaciones
asociadas




0-funcion asociada(Nr)

Definicién
Para cada t-subnorma discreta T : L, x L, — L, , lamaremos 0-funcion
asociada (denotada por N1) a aquella dada por

Nr(x) =méx{z € L, | T(x,z) =0}.




0-funcion asociada(Nr)

Definicién
Para cada t-subnorma discreta T : L, x L, — L, , lamaremos 0-funcion
asociada (denotada por N1) a aquella dada por

Nr(x) =méx{z € L, | T(x,z) =0}.

Destacar que en general Nr(n) # 0.
Asi, cuando Nr(n) = 0, la llamaremos negacion natural asociada a la

t-subnorma T.




Algunos ejemplos

Ejemplo

@ Sin=1, lat-subnorma cero (con 0-funcién asociada dada por N(x) = 1
para x € {0,1}, no es una negacion), y la t-norma minimo (con la
negacion clasica como negacion natural asociada) son las tnicas
t-subnormas sobre Ly = {0,1}.

@ Cuando n = 2 hay exactamente siete t-subnormas sobre L, que pueden
ser facilmente construidas, de las cuales solo dos de ellas son t-normas.
En cualquier caso, las unicas posibidades de 0-funciones asociadas son:

La funcién constante N(x) = 2 para todo x € L, = {0, 1,2}.

N(x) = 2 sz:X € {0,1},
1 six=2.
La negacion clasica N(x) = 2 — x.
2 six=0,
0 sixe{1,2}.
Claramente, solo los dos ultimos casos son negaciones discretas.

La negacién drastica N(x) = {




t-subnormas con negacién natural asociada

En el caso discreto tenemos una facil caracterizaciéon de las t-subnormas que
verifican que Ny es una negacion.

Lema

Sea T : L2 — L, una t-subnorma discreta. La 0-funcién asociada a T es una
negacion discreta si y solo si T(n,1) = 1.

Ademas, Nt resulta ser una negacién débil y esta propiedad caracteriza de
hecho las negaciones que estan asociadas a una t-subnorma satisfaciendo
T(n,1) = 1 (equivalentemente aquellas que estan asociadas a alguna
t-norma) de la siguiente manera:




t-subnormas con negacién natural asociada

Proposicién
Sea N : L, — L, una negacion discreta. Los siguientes items son
equivalentes:
i) Existe una t-norma T tal que N = Nr.
ii) Existe una t-subnorma T verificando T(n,1) =1 tal que N = Nr.
i) N es una negacion débil.




t-subnormas con negacién natural asociada

Proposicion

Sea T : L2 — L, una t-subnorma discreta con negacion natural asociada
Nr(x) = n— x. Entonces, necesariamente T es una t-norma.




t-subnormas con negacién natural asociada

Proposicion
Sea T : L2 — L, una t-subnorma discreta con negacion natural asociada
Nr(x) = n— x. Las siguientes condiciones son equivalentes:
i) T es condicionalmente cancelativa.
i) T es estrictamente creciente en su region positiva.
iii) T es suave.
)

iv) T es la t-norma de tukasiewicz.




t-subnormas con negacién natural asociada

Por otra parte, podemos caracterizar no solo aquellas t-subnormas que

tienen como negacién natural asociada la negacion clasica. Si consideramos
esta familia parametrizada de negaciones N,

1




t-subnormas con negacién natural asociada

Proposicion

Sea T : L?, — L, una t-subnorma discreta. Se verifican los siguientes
resultados:

i) N, es la negacion natural asociada a T siy solo si T es una suma
ordinal de una t-norma T’ sobre [0, o] con la negacion clasica
N(x) = o — x como negacién asociada y una t-subnorma T" sobre [, 1].
iy Si T es suave entonces N, es la negacion natural asociada a T si y solo
si T es suma ordinal de la t-norma de tukasiewicz sobre [0, o] y una
t-subnorma suave T" sobre [a, 1].




t-subnormas con negacién natural asociada

min T"

T/




t-subnormas con negacién natural asociada

Cuando una negacion discreta N es la negacion asociada de alguna
t-subnorma, también lo es de alguna t-norma. Sin embargo, hay mas
t-subnormas que t-normas que tengan una determinada negacién débil como
su negacién asociada.




Conclusiones y trabajo futuro




Conclusiones

En este trabajo hemos:
@ estudiado las negaciones naturales asociadas a t-subnormas discretas,

@ demostrado la equivalencia entre negaciones débiles y negaciones
simétricas en el entorno discreto,

@ demostrado varios resultados sobre la relacion existente entre
t-subnormas discretas y t-normas discretas a partir de las propiedades
de sus negaciones naturales asociadas.




Trabajo futuro

Como trabajo futuro, queremos analizar este tema desde otra perspectiva,
esto es, si fijamos una negacion débil N, ;qué t-normas T pueden ser
consideradas para conseguir una nueva t-norma T’ tal que N = Ny
T'(x,y) = T(x,y) para todo y > N(x)? Equivalentemente, caracterizar
aquellas t-normas T cuyo operador

, ] 0 si y < N(x),
T(xy) = { T(x,y) siy> N(x),

es una t-norma.




iMuchas gracias por su atencion!
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