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La necesidad inevitable de caracterizar las
familias de funciones de implicacion borrosas




Funciones de implicacidon borrosas

Las funciones de implicacién borrosas han sido extensamente estudiadas en
los Ultimos anos por la gran cantidad de aplicaciones que tienen. Como para
cada aplicacion, es necesario escoger una funcién de implicacién borrosa
que satisfaga unas propiedades adicionales concretas es necesario disponer
de un amplio abanico de estos operadores. Asi,
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Las funciones de implicacién borrosas han sido extensamente estudiadas en
los Ultimos anos por la gran cantidad de aplicaciones que tienen. Como para
cada aplicacion, es necesario escoger una funcién de implicacién borrosa
que satisfaga unas propiedades adicionales concretas es necesario disponer
de un amplio abanico de estos operadores. Asi,

@ mas de 40 funciones de implicacién borrosas se han utilizado sélo en
teoria de control,

@ se han propuesto un gran numero de familias de funciones de
implicacién borrosas.
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Funciones de implicacion borrosas

La definiciéon de una funcién de implicacion borrosa es suficientemente
flexible como para permitir la existencia de un gran nimero de funciones de
implicacion borrosas.

Definition

Un operador binario / : [0,1]2 — [0, 1] se dice que es una funcion de

implicacion borrosas si satisface:
(1) I(x,z) > I(y,z) cuando x < y, paratodo z € [0, 1].
(12) I(x,y) < I(x,z) cuando y < z, paratodo x € [0, 1].
(I3) 1(0,0) = I(1,1) =1 e I(1,0) = 0.




Propiedades adicionales

Estos operadores pueden satisfacer propiedades adicionales que provienen
usualmente de tautologias en ldgica clasica.

@ Principio de intercambio:
I(x,I(y,2)) = I(y,I(x,z)), paratodos x,y,z € [0,1]. (EP)
@ Ley de importacion con respecto a una t-norma T:
(T(x,y),z) =I(x,I(y,z)), paratodos x,y,ze[0,1]. (LIy)

@ Principio de neutralidad por la izquierda:

I1,y)=y  paratodo y €][0,1]. (NP)




Propiedades adicionales

Estos operadores pueden satisfacer propiedades adicionales que provienen
usualmente de tautologias en ldgica clasica.

@ Principio de orden:
x<y <= Ix,y)=1 paratodo x,y€]0,1]. (oP)
@ Principio de identidad:
I(x,x)=1 paratodo x € [0,1]. (1P)

@ Contrapositivizacion con respecto a una negacion borrosa N,

I(x,y) = I(N(y),N(x)), paratodos x,y € [0,1]. (CP(N))




Propiedades adicionales

Estos operadores pueden satisfacer propiedades adicionales que provienen
usualmente de tautologias en légica clasica.

@ Propiedades de la negacién natural de | dada por N;(x) = I(x,0) para
todo x € [0, 1].
@ 2-crecimiento,

Ix,y")+1I(x',y) < I(x',y')+ I(x,y), paratodos x' <x, y <y.

@ Invariancia con respecto a las potencias de una t-norma T,

I(X7y) = I(Xg'r)v}/;r)) (PIT)

paratodor >0y x,y € [0, 1] tales que X(T'),y(Tr) #0,1.
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Estrategias para generar nuevas familias

Existen tres estrategias principales para generar nuevas familias de funciones
de implicacion borrosas:
@ Aguéllas basadas en combinaciones de otros conectivos légicos
(funciones de agregacion, negaciones borrosas...): (S, N), R, QL, D,
etc.

@ Aquéllas basadas en el uso de generadores aditivos univaluados: f y
g-generadas de Yager, hy (h, e)-implicaciones, etc.

@ Aguéllas basadas en el uso de otras funciones de implicacién borrosas:
p-conjugacion, métodos de umbral horizontal y vertical, etc.




La necesidad de la caracterizacion

De tanto en cuanto aparecen“nuevas” familias de funciones de implicacién
borrosas. Sin embargo, mas adelante se demuestra que tienen interseccion
con algunas de las familias ya existentes o jincluso que son la misma familia!

Solucién

Caracterizar axiomaticamente las familias de funciones de implicacion
borrosas para conocer mejor su estructura y comportamiento.




Funciones de implicacidon borrosas basadas en
copulas

Recientemente, se han propuesto algunas familias de funciones de
implicacién borrosas generadas a partir de cépulas. Concretamente,

@ implicaciones probabilisticas,
@ implicaciones S-probabilisticas,
@ implicaciones de supervivencia,

@ implicaciones de S-supervivencia.
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Recientemente, se han propuesto algunas familias de funciones de
implicacién borrosas generadas a partir de copulas. Concretamente,

@ implicaciones probabilisticas,
@ implicaciones S-probabilisticas,
@ implicaciones de supervivencia,
@ implicaciones de S-supervivencia.
En palabras del mismo Prof. Grzegorzewski,

Estas familias de funciones de implicacion borrosas toman en
consideracion tanto la imprecision modelada por los conceptos bo-
rrosos como la aleatoriedad descrita por las herramientas originarias
de. la teoria de probabilidades.




Cépulas

Definition (Nelsen 2006)
Una funcién C : [0, 1] x [0,1] — [0, 1] es una cdpula si satisface:
@ C(0,x) = C(x,0) = 0 para todo x € [0, 1].
@ C(1,x) = C(x,1) = x para todo x € [0, 1].
@ C es 2-creciente, esto es, paratodo x’ < x e y’ < y se satisface

Cx,y") + C(x',y) < C(x',y') + C(x,y).




Cépulas

Definition (Nelsen 2006)
Una funcién C : [0, 1] x [0,1] — [0, 1] es una cdpula si satisface:
@ C(0,x) = C(x,0) = 0 para todo x € [0, 1].
@ C(1,x) = C(x,1) = x para todo x € [0, 1].
@ C es 2-creciente, esto es, paratodo x’ < x e y’ < y se satisface

Cx,y")+C(x,y) < C(X',y') + C(x, ).

Definicién (Nelsen 2006)

Dada una cépula C, la cdpula de supervivencia es la copula C* que viene
dada por

C'(x,y)=x+y—-1+C(1 —x,1—y), paratodos x,y € [0,1].
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Estas familias son las siguientes:
1) Implicaciones probabilisticas:

1 six =0,

/c(x,y):{ Loy
@ six >0,

donde C es una cépula que satisface
C(x1,y)x2 > C(x2,y)x1 paratodo x; < x2 ey € [0,1].

—___.-—



Funciones de implicacion borrosas basadas en
copulas

Estas familias son las siguientes:
1) Implicaciones probabilisticas:

Io(x.y) {1 six =0,
c(X,¥Y) =19 c, .
(f(y) six >0,

donde C es una copula que satisface
C(x1,y)x2 > C(x2,y)x1 paratodo x; < xo e y €[0,1].
2) Implicaciones de supervivencia:

(%, ) { 1 six =0,
c\XA = +y—1+C(1—x,1— .
xty )E x1-y) six >0,

donde C es una copula que satisface

CO— x0T~ Y)o— C(1—x0.1 — y)xr > (1 — y)(xe — x1) para todo
X1<Xoeyec [0,1]

e
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3) Implicaciones S-probabilisticas: Ic(x,y) = C(x,y) — x + 1 donde C es
una cépula.
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3) Implicaciones S-probabilisticas: Ic(x,y) = C(x,y) — x + 1 donde C es
una cépula.

4) Implicaciones de S-supervivencia: 7;5(x, y)=y+ C(1 —x,1—y)donde
C es una cépula.
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Caracterizacion de las implicaciones S-probabilisticas
y de S-supervivencia
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Caracterizacion de las implicaciones S-probabilisticas
y de S-supervivencia

Teorema

Sea | : [0,1]2 — [0, 1] una funcidn binaria. Entonces las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

i) | es una implicacion S-probabilistica generada por una copula C.
ii) I es una implicacién de S-supervivencia generada por una cépula C'.

iii) | es una implicacion material generada por una co-copula D y la
negacion borrosa N, i.e., I(x,y) = D(1 — x, y).

iv) I satisface (NP), (2-1C), N;(x) = N:(x) =1—x e l(0,y) = I(x,1) = 1 para
todo x,y € [0,1].

Ademas, las expresiones de D, C y C’ son unicas y vienen dadas por

para todo x, y € [0,1].
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Caracterizacion de las implicaciones probabilisticas y
de supervivencia

Teorema

Sea | : [0,1]2 — [0, 1] una funcién binaria. Entonces las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

i) I es una implicacion probabilistica derivada de una copula C.
ii) I es una implicacion de supervivencia derivada de una cdpula C'.




Caracterizacion de las implicaciones probabilisticas y
de supervivencia

Teorema

Sea l:[0,1]2 — [0, 1] una funcidn binaria. Entonces las afirmaciones
siguientes son equivalentes:
i) I es una implicacion probabilistica derivada de una cdpula C.
ii) I es una implicacion de supervivencia derivada de una cdpula C'.
iii) I satisface (I1), (NP), /(0,y) = 1 para todo y € [0, 1], la propiedad

Xol(x2, y1) + x11(x1, y2) < x11(x1, y1) + X2l( X2, y2)

1 six=0,
paratodo x; < xp e y1 < yo y Ni(x) = Np,(x) = { 0 en otro caso.




Caracterizacion de las implicaciones probabilisticas y
de supervivencia

Teorema

Sea l:[0,1]2 — [0, 1] una funcidn binaria. Entonces las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

i) I es una implicacion probabilistica derivada de una cdpula C.
ii) I es una implicacion de supervivencia derivada de una cdpula C'.
iii) I satisface (I1), (NP), /(0,y) = 1 para todo y € [0, 1], la propiedad

Xol(x2, y1) + x11(x1, y2) < x11(x1, y1) + X2l( X2, y2)

0 en oftro caso.

para todo x; < Xz € y; < y» y Ny(x) = Np, (x) = { 1 six=0,
Ademas, las expresiones de C y C’ son Unicas y vienen dadas por

C(X7y) :XI(X,}/)7
Cxy) =x+y-1+1-x)I(1-x1-y),

para todo x, y € [0,1].




Funcién /

y enotro caso

Ny =Np, | (I1) | (NP) | (2-IC) mod | /(0,y) =1
L(X,y) =min(1,1=x+y) X v v v v
1 six=0
Iw(x,y) = v X v v v
w(x.¥) {méx{0,1+y;1} six>0
/(x,y)_{o six>0ry=0 P | x P P
1 enotro caso
0 six>0ey=0
I(x,y)=qy six=1ey>0 v v v X v
1 en otro caso
1 six=y=0
l(x,y){ Y v v | v v X

Cuadro: Independencia mutua de las propiedades.




La coincidencia de estas dos familias puede demostrarse de forma
alternativa:

Teorema

Sea C una cdpula y sea | una funcion binaria. Entonces | es una implicacion
probabilistica derivada de la copula C si, y sélo si, | es una implicacion de
supervivencia derivada de la copula C*. Esto es, Ic = I};. o,
equivalentemente, Ic- = I.
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Conclusiones

En estos dos trabajos,

@ se han caracterizado cinco familias de implicaciones,
@ se ha demostrado la equivalencia entre:

» por una parte, las implicaciones S-probabilisticas, de S-supervivencia y las
implicaciones materiales derivadas de una co-copula 'y N,
» por otra parte, las implicaciones probabilisticas y de supervivencia.




Consecuencias

@ Existen dos familias a estudiar, no cinco.

@ Para estudiar una propiedad adicional, se puede escoger aquella familia
que pueda resultar mas sencilla de estudiar.

@ Una vez obtenidos los resultados, se pueden reescribir en funcion de las
otras familias.




Consecuencias

Hay que evitar estudiar las mismas propiedades para dos familias
equivalentes. Por ejemplo, en los articulos®,4.

3M. Baczynski y col. “Properties of the probabilistic implications and S-implications”. En: /nf.
Sci. 331 (2016), pags. 2-14.

4P. Helbin y M. Baczynski. “Properties of the survival implications and S-implications”. En:
Proc. of the IFSA-EUSFLAT 2015. Ed. por J. M. Alonso et al. Atlantis Press, 2015, pags. 807-814.
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